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MÉTHODOLOGIES ACTUELLES
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Analyse du phénomène sur plusieurs secondes 

Contenu fréquentiel important (de 50 à 100 Hz [Hervé 2005]) 

Analyse sur base modale très lourde 

Intégration directe recommandée mais finesse du maillage 
importante ➥ temps de calcul très élevé   

Impact localisé sur une partie de la structure ➥ représentation des 
non-linéarités mais pas en tout point 

Nombreuses analyses en fonction de la configuration de l’agression

MÉTHODOLOGIES ACTUELLES
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STRATÉGIE DÉVELOPPÉE

[Riera, 1980] 
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TRAITEMENT DE LA ZONE D’IMPACT
Utilisation d’un code EF explicite (LS-Dyna)

EF de type coque multicouches : représentation acier et béton 

Loi de comportement : Mat_Concrete_EC2

164 Validation de la stratégie mise en place

 

Bords contraints en déplacement 

𝑆1 

28 m 

FIGURE 4.31: Géométrie de la structure étudiée pour le traitement de la zone non-
linéaire.

Les historiques de chargement pris en compte correspondent à ceux, calculés par la
méthode de Riera, des aviations commerciales et militaires présents dans la figure 4.29.
Ces efforts équivalents sont appliqués sur une surface S1 correspondant au fuselage de
l’aéronef, soit 12 m2 pour l’aviation commerciale et 2 m2 pour l’aviation militaire.

Le maillage de dôme est construit de manière à pouvoir représenter jusqu’à une fré-
quence de 100 Hz, selon la règle technique de 10 éléments par longueur d’onde. Ainsi, la
taille de maille est égale à 40 cm.

Ce calcul non linéaire permet ainsi d’obtenir le rayon de la zone endommagée, 10 m
pour l’avion commercial et 5 m pour l’avion militaire, et le déplacement aux bornes de
cette zone (cf. figure 4.32).

FIGURE 4.32: Déplacements temporels aux bornes de la zone endommagée pour les deux
aviations prises en compte.

Ébranlement de structures en béton armé soumises à un phénomène transitoire

Modélisation du dôme impacté uniquement

10 éléments/longueur d’onde => pour 110 Hz, EF de 40 cm 

S1 correspond au diamètre du fuselage de l’avion :  

12 m2 avion commercial 

2 m2 avion militaire
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TRAITEMENT DE LA ZONE D’IMPACT
Signal d’impact : approche de RIERA

Pf (x(t))

F (t) = Pf (x(t)) + µ(x(t))v(t)2

µ(x(t))

force de flambage du fuselage

distribution des masses de l’avion
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TRAITEMENT DE LA ZONE D’IMPACT
Signal d’impact : différents types d’avion modélisés

Vitesse d’impact comprise entre la vitesse d’atterrissage et la vitesse de 
croisière de l’appareil.Application à un cas industriel 163
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FIGURE 4.30: Contenus fréquentiels des efforts d’impact pour les différentes aviations.

En conclusion à cette étude comparative, on peut dire que l’aviation commerciale n’est
pas forcément celle faisant intervenir les plus fortes amplitudes en moyennes fréquences.
De plus les aviations commerciales et militaires enveloppent l’aviation légère. Il n’est
donc pas nécessaire de prendre en compte cette dernière pour qualifier nos structures à la
chute d’avion. Dans la suite de notre étude, nous pourrons appliquer les signaux d’efforts
d’impact commerciaux et militaires sur une partie de la structure dans le traitement de la
zone non-linéaire.

4.2.2 Définition et résultats aux bornes de la zone non-linéaire

Pour rappel du paragraphe 3.2.1, dans la détermination de la zone non linéaire endom-
magée, nous employons LS-Dyna [Ls-Dyna, 1976] avec des éléments finis Lagrangiens
et une intégration temporelle explicite. Compte tenu de la géométrie initiale, nous avons
décidé de concentrer notre étude sur le dôme de la structure et les conditions aux limites
de celui-ci sont définies comme contraintes en déplacements.

Le dôme a donc été modélisé par des éléments de coque, pour un modèle à faible
coût de calcul. La loi constitutive de béton Mat_Concrete_EC2, mise en œuvre dans LS-
Dyna et présentée dans le paragraphe 3.2.1, a été utilisée pour les éléments. La figure 4.31
présente la partie de la structure étudiée dans le traitement de la zone non-linéaire.

Ébranlement de structures en béton armé soumises à un phénomène transitoire

162 Validation de la stratégie mise en place
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FIGURE 4.29: Efforts d’impact temporels pour les différentes aviations.

Pour compléter cette comparaison, la figure 4.30 permet de décrire le contenu fré-
quentiel des efforts d’impact obtenus. L’observation dans le domaine fréquentiel permet
de se rendre compte que l’aviation commerciale a un contenu très basses fréquences avec
l’amplitude la plus forte. Néanmoins, cette remarque n’est plus correcte au-delà de 12 Hz
(en basses et moyennes fréquences). En effet à partir de cette fréquence, c’est l’aviation
militaire qui a l’amplitude la plus importante. On remarquera également que l’aviation
légère impactant la cible est aussi supérieure à l’aviation commerciale sur une plage de
fréquence de 33 à 43 Hz.

Ébranlement de structures en béton armé soumises à un phénomène transitoire
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TRAITEMENT DE LA ZONE D’IMPACT
Résultats de la simulation numérique 

Rayon de la zone non-linéaire : 

10 m pour avion commercial 

5 m pour avion militaire 

Déplacement obtenu au bord de cette zone
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TRAITEMENT DU RESTE DE LA STRUCTURE
Application du signal à la partie non endommagée de la structure

166 Validation de la stratégie mise en place

Pour conclure quant au traitement de la zone non-linéaire, on peut retenir que la chute
d’avion induit bien un endommagement localisé autour de l’aire d’impact. On peut égale-
ment se rendre compte que l’aviation militaire a un contenu fréquentiel plus important que
l’aviation commerciale. En effet, le cumul fréquentiel nous prouve que le cas de charge
commercial atteint 95 % de sa quantité de déplacement à une fréquence de 20 Hz et 99,7
% à 100 Hz. En comparaison, l’avion militaire n’atteint 95 % qu’à 33 Hz et 99,5 % à
100 Hz. Une fois la zone endommagée déterminée, il reste alors calculer les vibrations
induites par l’impact dans le reste de la structure au travers de la TVRC.

4.2.3 Application du signal à la partie non endommagée de la struc-
ture

La détermination des paramètres contrôlant la zone non linéaire localisée à la surface
d’impact nous permet d’étudier les vibrations induites dans le reste de la structure. Pour
cela, nous utilisons une approche fréquentielle au travers de la méthode TVRC décrit au
chapitre 2. Nous appliquons le déplacement aux bornes de la zone non-linéaire définie
dans la figure 4.32. Pour étudier la réponse de la TVRC et son efficacité vis-à-vis d’une
approche "classique" temporelle, nous définissons 3 points (P1, P2 et P3) sur la structure
où nous reconstituerons les historiques de déplacement et étudierons les spectres d’accé-
lérations correspondants. Ces points sont illustrés dans la figure 4.35.

 

FIGURE 4.35: Géométrie de la partie linéaire de la structure étudiée et emplacement des
points d’intérêts.

Prés de cinq cents rayons de vibration par sous-structure sont suffisants pour représen-
ter correctement la réponse fréquentielle. Le tableau 4.7 montre la solution obtenue pour
quatre exemples de fréquences.

Ébranlement de structures en béton armé soumises à un phénomène transitoire

Utilisation d’une méthode fréquentielle pour la résolution  

➭ TVRC
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PRÉSENTATION DE LA TVRC
Théorie Variationnelle des Rayons Complexes (TVRC)

Introduite par Pierre Ladevèze [Ladevèze 1996] et développée lors de 
nombreuses thèses : [Arnaud, 2000], [Rouch, 2001], [Blanc, 2003], 
[Riou, 2004], [Chevreuil, 2005], [Dorival, 2006], [Sourcis, 2009], 
[Kovalesky, 2011], [Bezier, 2012], [Barbarulo, 2012] 

Alternative aux méthodes classiques pour les moyennes fréquences 

Basé sur le code TVRC développé par L. Kovaleski en acoustique  

[Ohayon,)1998])



Problème de référence (formulation coque) 

Conditions initiales et équations de liaisons 

Équations d’équilibre 

Relation de comportement
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PRÉSENTATION DE LA TVRC
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˙̂U i = i!Û i
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Application de la théorie variationnelle des rayons complexes au calcul vibratoire des

structures

surface moyenne reste perpendiculaire à la surface au cours du mouvement. Le déplace-
ment Ui de la surface moyenne s’écrit donc :

Ui (x,y,z) = ui (x,y)+wi (x,y)e3i + zqi
qi (x,y) =�grad wi(x,y)�Biui (x,y)

(2.1)

où ui est le déplacement de la surface moyenne, wi représente le déplacement hors plan et
Bi le tenseur de courbure. La surface moyenne de la coque est définie par deux paramètres
indépendants ai et bi. La position d’un point sur la surface moyenne est définie par le
vecteur de position ri(ai,bi) (voir la figure 2.1).

FIGURE 2.1: Géometrie d’un élément coque Wi.

Le plan tangent local à la coque en un point ri(ai,bi) est défini par deux vecteurs,
∂ri
∂ai

= Aieai et ∂ri
∂bi

= Bie
bi

(les vecteurs e
ai et e

bi
sont de norme unitaire). Le vecteur

e3i est défini par e3i = e
ai ^ e

bi
. Un choix simple des paramètres ai et bi consiste à les

prendre égaux aux abscisses curvilignes le long des enveloppes des axes de courbure
principaux. Les courbes ai 7! ri(ai,b0i) et bi 7! ri(a0i,bi) sont les lignes de courbure,
et forment un réseau de lignes orthogonales ([Laroze, 1980]). La base

⇣
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où R
ai et R

bi sont les rayons de courbure des lignes de courbure.
Soient un domaine W décomposé en n coques Wi de frontière commune, avec le do-

maine W j, Gi j. Les actions de l’environnement sur Wi sont modélisées par les déplace-
ments imposés hors plan wi sur ∂wWi et de membrane ui sur ∂uWi, des rotations imposées
w,ni sur ∂w,nWi, des efforts linéiques imposés de flexion Ki sur ∂KWi et de membrane
(pression et cisaillement) Ni sur ∂NWi, et des moments linéiques imposés Mi sur ∂M Wi.

Ébranlement de structures en béton armé soumises à un phénomène transitoire



13

Reformulation du problème

PRÉSENTATION DE LA TVRC

 ! Equations du modèle!
Equations vérifiées d’une manière exacte! - Géométrie 

- Equilibre local 

- Relation de comportement!
Equations que l’on cherche à vérifier au mieux! - Conditions aux limites en efforts 

- Conditions aux limites en déplacements 

- Equations de liaison entre sous-structures!
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Fonction de forme

PRÉSENTATION DE LA TVRC

Présentation de la TVRC

Ebranlement de structures en béton armé soumises à un phénomène 
transitoire - Christophe ROUZAUD - 10 Avril 2014 - p.21

Fonctions de forme
𝑢௡ 𝑋௜, 𝑌௜, 𝑃௜ = 𝑢௡௜ 𝑋௜, 𝑃௜ 𝑒

ฏ௉೔.௒೔

𝑤௡ 𝑋௜, 𝑌௜, 𝑃௜ = 𝑤௡௜ 𝑋௜, 𝑃௜
𝑨𝒎𝒑𝒍𝒊𝒕𝒖𝒅𝒆

𝑒௉೔.௒೔

�Résoudre relation de 
comportement + 
équation  d’équilibre
𝑁௜ − 𝐵௜𝑑𝑖𝑣ℳ௜ = ℎ௜𝐾஼௉௜: 𝛾 𝑢௜

− ℎ௜ଷ
12𝐵௜ 𝑑𝑖𝑣 𝐾஼௉௜:𝒳 𝑢௜ = −𝜌௜𝜔ଶℎ௜𝑢௜

𝑑𝑖𝑣(𝑑𝑖𝑣ℳ௜) − 𝑇𝑟(𝑁௜𝐵௜) =
ℎ௜ଷ
12𝑑𝑖𝑣 𝑑𝑖𝑣 𝐾஼௉௜:𝒳 𝑢௜

+ℎ௜𝑇𝑟( 𝐾஼௉௜: 𝛾 𝑢௜ 𝐵௜ = −𝜌௜𝜔ଶℎ௜𝑤௜

𝑫𝒊𝒓𝒆𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒅𝒆 𝒑𝒓𝒐𝒑𝒂𝒈𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏

Contexte & 
Objectif

Modèle 
Riera

Présentation 
TVRC

Applications 
TVRC Conclusions
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Rayons intérieurs

PRÉSENTATION DE LA TVRC
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Formulation variationnelle

PRÉSENTATION DE LA TVRCPrésentation de la TVRC

Ebranlement de structures en béton armé soumises à un phénomène 
transitoire - Christophe ROUZAUD - 10 Avril 2014 - p.22

Contexte & 
Objectif

Modèle 
Riera

Présentation 
TVRC

Applications 
TVRC Conclusions

Présentation de la TVRC

Ebranlement de structures en béton armé soumises à un phénomène 
transitoire - Christophe ROUZAUD - 10 Avril 2014 - p.22
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TVRC Conclusions
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On aboutit à un système linéaire à résoudre : AX=b

PRÉSENTATION DE LA TVRC

X contient les amplitudes de chaque rayon 

A est la forme discrétisée de la forme bilinéaire 

b celui de la forme linéaire

Difficulté numérique ➥ Inversion de la matrice A

A est pleine par bloc, à coefficients complexes et non symétriques

Des outils numériques ont été développés dans la thèse 
de C. Rouzaud pour palier à ces difficultés et non 
présentés ici.
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4 types de sous-structures minces orthotropes

PRÉSENTATION DE LA TVRC

plaque 

plaque circulaire 

coque cylindrique 

coque sphérique

2 problématiques couplées

flexion 

membranaire

Liaisons entre sous-structure

souple ou rigide 

coplanaire ou non

Conditions aux limites

ressort

Passage temporel ➥ fréquentiel

Code TVRC Accoustique 

CoFourays [Kovalesky, 2012] 
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Plaque simplement supportée

PRÉSENTATION DE LA TVRC

Fréquence excitation : 200 Hz 

Effort imposé de 1 N 

Epaisseur de 0,003 m 

Acier
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PRÉSENTATION DE LA TVRC

  

Cast3m Résultat analytique VTCR 

39000 DDL 

(≈10 elements/longueur d’ondes) 
100 modes intérieurs 
4*20 modes de bords 
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PRÉSENTATION DE LA TVRC
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TRAITEMENT DU RESTE DE LA STRUCTURE

Utilisation de la TVRC à notre application 

Nombre de DDL par sous-structure

166 Validation de la stratégie mise en place

Pour conclure quant au traitement de la zone non-linéaire, on peut retenir que la chute
d’avion induit bien un endommagement localisé autour de l’aire d’impact. On peut égale-
ment se rendre compte que l’aviation militaire a un contenu fréquentiel plus important que
l’aviation commerciale. En effet, le cumul fréquentiel nous prouve que le cas de charge
commercial atteint 95 % de sa quantité de déplacement à une fréquence de 20 Hz et 99,7
% à 100 Hz. En comparaison, l’avion militaire n’atteint 95 % qu’à 33 Hz et 99,5 % à
100 Hz. Une fois la zone endommagée déterminée, il reste alors calculer les vibrations
induites par l’impact dans le reste de la structure au travers de la TVRC.

4.2.3 Application du signal à la partie non endommagée de la struc-
ture

La détermination des paramètres contrôlant la zone non linéaire localisée à la surface
d’impact nous permet d’étudier les vibrations induites dans le reste de la structure. Pour
cela, nous utilisons une approche fréquentielle au travers de la méthode TVRC décrit au
chapitre 2. Nous appliquons le déplacement aux bornes de la zone non-linéaire définie
dans la figure 4.32. Pour étudier la réponse de la TVRC et son efficacité vis-à-vis d’une
approche "classique" temporelle, nous définissons 3 points (P1, P2 et P3) sur la structure
où nous reconstituerons les historiques de déplacement et étudierons les spectres d’accé-
lérations correspondants. Ces points sont illustrés dans la figure 4.35.

 

FIGURE 4.35: Géométrie de la partie linéaire de la structure étudiée et emplacement des
points d’intérêts.

Prés de cinq cents rayons de vibration par sous-structure sont suffisants pour représen-
ter correctement la réponse fréquentielle. Le tableau 4.7 montre la solution obtenue pour
quatre exemples de fréquences.

Ébranlement de structures en béton armé soumises à un phénomène transitoire

100 ondes intérieures 

75 ondes de bord 

50 ondes de pression 

50 ondes de cisaillement

Chargement fréquentiel appliqué
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TRAITEMENT DU RESTE DE LA STRUCTURE

Quelques exemples de réponses fréquentielles obtenues avec la TVRCApplication à un cas industriel 167

Nombre de DDLs max / sous structures : 100 ondes intérieures
75 ondes de bord / bord, 50 ondes de pression and 50 ondes de cisaillement

10 Hz
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TABLE 4.7: Solutions TVRC du cas industriel étudié.

Ébranlement de structures en béton armé soumises à un phénomène transitoire

Application à un cas industriel 167

Nombre de DDLs max / sous structures : 100 ondes intérieures
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TABLE 4.7: Solutions TVRC du cas industriel étudié.

Ébranlement de structures en béton armé soumises à un phénomène transitoire

Application à un cas industriel 167

Nombre de DDLs max / sous structures : 100 ondes intérieures
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TABLE 4.7: Solutions TVRC du cas industriel étudié.

Ébranlement de structures en béton armé soumises à un phénomène transitoire

Application à un cas industriel 167

Nombre de DDLs max / sous structures : 100 ondes intérieures
75 ondes de bord / bord, 50 ondes de pression and 50 ondes de cisaillement
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TABLE 4.7: Solutions TVRC du cas industriel étudié.

Ébranlement de structures en béton armé soumises à un phénomène transitoire
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TRAITEMENT DU RESTE DE LA STRUCTURE

Reconstruction de la réponse temporelle 
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TRAITEMENT DU RESTE DE LA STRUCTURE

Reconstruction de la réponse temporelle 



TRAITEMENT DU RESTE DE LA STRUCTURE

Contenus fréquentiels
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TRAITEMENT DU RESTE DE LA STRUCTURE

Contenus fréquentiels
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TRAITEMENT DU RESTE DE LA STRUCTURE

Erreur EF/TVRC
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TRAITEMENT DU RESTE DE LA STRUCTURE

Spectres de réponse obtenus au niveau des planchers172 Validation de la stratégie mise en place

1,E-6

1,E-5

1,E-4

1,E-3

1,E-2

1,E-1

1,E+0

0

1

2

3

4

5

6

0,1 1,0 10,0 100,0
P

se
ud

o 
dé

pl
ac

em
en

t s
pe

ct
ra

l (
m

)

A
cc

él
ér

at
io

n 
sp

ec
tr

al
e 

(m
/s

2 )

Fréquence(Hz)

Spectres de réponse en accélération suivant l'axe de chargement dans le cas 
de l'avion commercial (amortissement 7%) 

Avion commercial - Approche temporelle - P1

Avion commercial - Approche fréquentielle - P1

Avion commercial - Approche temporelle - P2

Avion commercial - Approche fréquentielle - P2

Avion commercial - Approche temporelle - P3

Avion commercial - Approche fréquentielle - P3

Spectre de pseudo déplacement enveloppe

FIGURE 4.41: Spectres de réponse en accélération pour les trois points d’intérêts suivant
l’axe de chargement dans le cas de l’avion commercial.

FIGURE 4.42: Spectres de réponse en accélération pour les trois points d’intérêts suivant
l’axe de chargement dans le cas de l’avion militaire.
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FIGURE 4.41: Spectres de réponse en accélération pour les trois points d’intérêts suivant
l’axe de chargement dans le cas de l’avion commercial.
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FIGURE 4.42: Spectres de réponse en accélération pour les trois points d’intérêts suivant
l’axe de chargement dans le cas de l’avion militaire.
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Spectres de réponse obtenus au niveau des planchersApplication à un cas industriel 173
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Spectres de réponse en accélération suivant l'axe vertical z dans le cas de 
l'avion commercial (amortissement 7%)
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FIGURE 4.43: Spectres de réponse en accélération pour les trois points d’intérêts suivant
l’axe vertical z dans le cas de l’avion commercial.

FIGURE 4.44: Spectres de réponse en accélération pour les trois points d’intérêts suivant
l’axe vertical z dans le cas de l’avion militaire.

Suivant l’axe de chargement, on peut remarquer que le contenu très basses fréquences
( 10 Hz), comme celui de l’avion commercial, est transmis à l’ensemble de la structure.
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FIGURE 4.43: Spectres de réponse en accélération pour les trois points d’intérêts suivant
l’axe vertical z dans le cas de l’avion commercial.
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FIGURE 4.44: Spectres de réponse en accélération pour les trois points d’intérêts suivant
l’axe vertical z dans le cas de l’avion militaire.

Suivant l’axe de chargement, on peut remarquer que le contenu très basses fréquences
( 10 Hz), comme celui de l’avion commercial, est transmis à l’ensemble de la structure.
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Spectres de réponse obtenus au niveau des planchers

Comparaison des deux types d’avion au point P1
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Comparaison des temps de calcul
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CONCLUSIONS

Gain en temps de calcul important 

Développement d’un code sous Matlab intégrant l’ensemble des 
développements TVRC 

Modélisation possible de structures complexes en BA et BP 

Utilisation pratique en BE chez AREVA

PERSPECTIVES

Calcul large bande en utilisant les approximants de Padé 

Couplage EF/TVRC pour traiter impact 

Passage au non-linéaire ?


